COLLE N° 7 - 2ECG1 - MATHEMATIQUES

Exercices traitées

Intégrales impropres et début de I’algébre bilinéaire

1
Convergence et calcul de / t*Intdt, pour o > —1 (ex. 14, q. 2)
0

Idée. Intégration par parties sur un segment [z, 1], puis limite quand z — 0.

Rédaction. ¢t — ¢* Int est continue sur |0, 1] : I’intégrale est impropre en 0. Soit z € |0, 1]. Avec u(t) = Int,
v(t) = % (de classe € sur [z,1], et a + 1 # 0) :
1 a+1 1 1 a a+1 a+1
t* - Int t 1 1-—
/ t*Intdt = |—— —/ dt=-2 22 T
. a+1 . a+1 a+1 (a+1)2

Limite. Comme o +1 > 0: 2" — 0 et z®"lnz — 0 quand z — 0T (croissances comparées). Le membre de
droite a donc une limite finie.

T

1
1
L’intégrale converge et / t*Intdt = ———.
0 (OC + 1)
+00
ﬂ Convergence et calcul de / e 1t dt (ex. 14, q. 1)
—00

Rédaction. t — eIl est continue sur R ; I’intégrale est impropre en —oco et en 400 : on coupe en 0.
€T
- - oo
Sur [0,+o0o[ :pourz >0, [ e'dt=1—e*——— 1 donc [~ e I d¢ converge et vaut 1.
0 r—+00 0

Sur | — 00, 0] : la fonction est paire, donc f i)oo et converge aussi et vaut 1 (changement de variable affine
t — —1).

+00
L’intégrale converge et / e thdt = 2.

—00

Il faut la convergence des deux moitiés séparément ; calculer ffw puis faire x — 400 ne suffit pas en général.

[E) Existence de I'(z) et relation I'(z + 1) = z T'(z) (ex. 10)

Existence. Soit z > 0. f : t — t* e~ est continue et positive sur |0, 0o ; on coupe en 1.

e« En0: f(t) ~t*1 = tllfz’ avecl —zx < lcarx >0: fol f converge (équivalents et Riemann).
e En+oo:t?f(t) = t**le~t — 0 (croissances comparées), donc f(t) = o(twl;) : 1+°° f converge.
Relation. Pour 0 < ¢ < A, intégration par parties avec u(t) = t*, v(t) = —e " (de classe € sur [e, A]) :
A 4 A A
/ tPetdt = [ - tﬂ”eﬂ +z / t*letdt =% — A% Atz / t" et dt.
€ € € €
Quand € — 0" (car z > 0) et A — +oo0 (croissances comparées), les crochets tendent vers 0 et les intégrales vers
I'(z +1)etI'(x).
Pour toutz > 0,I'(z + 1) = 2 I'(x).
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+00

Calcul de / e Vidt avec u = /% (ex.5,q. 3)
0

Changement de variable. ¢ — e~ V* est continue sur [0, +oo[. On pose t = p(u) = u? : @ est de classe €,
strictement croissante, bijective de ]0, +oo] sur |0, +oo[, avec d¢ = 2u du. Les intégrales suivantes sont donc de
méme nature, et égales en cas de convergence :

+00 +00 +00
/ e Vidt = / 2ue “du = 2/ v’ e " du = 2T(2).
0 0 0

Conclusion. I'(2) converge et vaut 1! = 1.

+o00
L’intégrale converge et / e Vidt =2.
0

a (A4, B) — tr(*A B) est un produit scalaire sur .#,,(R) (exemple 4, page 2)

Notons ¢(A, B) = tr(*A B) pour A, B € .#,(R) : c’est bien un réel.

e Symétrie : une matrice et sa transposée ont méme trace, donc
¢(B,A) =tr(BA) =tr ('("AB)) = tr("AB) = (4, B).

e Linéarité a droite : pour B,C € #,(R) et A € R,
©(A,AB + C) = tr(A'AB +'AC) = A (A, B) + ¢(A, C) (distributivité du produit, linéarité de la trace).
Par symétrie,  est aussi linéaire a gauche : elle est bilinéaire.

* Positivité : (A A)j; = Y, ai ;, donc p(4, A) ZZa 1=

j=1 i=1
« Caractére défini : si p(A, A) = 0, cette somme de carrés est nulle, donc tous les a;jsontnuls: A = 0.

¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur .#, (R).

B P.Q) ~ +°° P(t) Q(t) et dt est un produit scalaire sur R[z] (exemple 6, page 2)

Bonne définition. PQ est un polynoéme > ;" cx X", et pour tout k, f T the—t dt = I'(k + 1) converge. Par

linéarité, p(P, Q) = +oo P(t) Q(t) e " dt converge et vaut >, cx k!.

» Symétrie : P(t)Q(¢ ) = Q(t)P(t), donc p(P,Q) = ¢(Q, P).

e Bilinéarité : p(P,AQ + R) = A (P, Q) + ¢(P, R) par linéarité des intégrales convergentes ; par symétrie,
linéarité a gauche.

* Positivité : p(P, P) +°° P(t)%e ! dt > 0 (intégrande positif).

e Caractére défini : (P, P) = 0, alors pour tout A > 0,0 < fOA P(t)?e~tdt < (P, P) = 0. La fonction
t — P(t)%e ! est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, A] : elle y est nulle. Donc P(¢) = 0 pour tout

> 0 : P aune infinité de racines, P = 0.

 est un produit scalaire sur R[z].
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Une inégalité de Cauchy-Schwarz en probabilités (ex. 5)

Enoncé. X est une variable aléatoire a valeurs dans {z1, . .., z, }. Montrer que
n 9 n
(Z z;P(X = CL‘Z)) < Z sz P(X = z;), et interpréter.
i=1 i=1

Rédaction. Notons p; = P(X = ;) > 0, avec Z?:l p; = 1. Dans R™ muni du produit scalaire usuel, posons
U = (@1/P1,- - > Tpr/Pn) €1V = (y/P1, - -, /Pn). Cauchy-Schwarz donne (u, v)* < ||ul]?||v||?, c’est-a-dire

n ) n n n
(inpi) < (wapi) (Zpi) =Y alpi
i=1 i=1 i=1 i=1

Interprétation. Par le théoréme de transfert, I’inégalité s’écrit E(X)? < E(X?).
On retrouve V(X) = E(X?) — E(X)? > 0 (formule de Kénig-Huygens).

ﬂ Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre (prop. 5)
Enoncé. Soit (uy, . .., u,) une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E. Montrer qu’elle est libre.

Rédaction. Soient A1, ..., A, € Rtels que Y ¥ ; \ju; = Og. Pour j € [1, p], on fait le produit scalaire avec u; :

p p
0= 30 Ay wy) = D Ailasy ) = Mgl
i=1 i=1

car (uj, uj) = 0 pour i # j. Comme u; # Og, ||u;||? > 0, donc A\; = 0.

Tous les \; sont nuls : la famille est libre.
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